
“Физтех–2022”, математика (варианты 1–4), решения

11 класс, ВАРИАНТ 1

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
5

; sin(2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = −4

5
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

Ответ: 0, −2, −1
2
.

Решение. Преобразуя в левой части второго равенства сумму синусов в произведение, по-
лучаем sin (2𝛼 + 2𝛽) cos 2𝛽 = −2

5
. Подставляем в это соотношение значение синуса из первого

равенства:

− 1√
5

cos 2𝛽 = −2

5
⇔ cos 2𝛽 =

2√
5

⇔

⎡⎢⎢⎣sin 2𝛽 =
1√
5
,

sin 2𝛽 = − 1√
5
.

Отсюда следует, что исходные равенства эквивалентны совокупности двух систем уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 2√
5
,

sin 2𝛽 = 1√
5

и

⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 2√
5
,

sin 2𝛽 = − 1√
5
.

Из первой системы получаем⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 2√
5
,

sin 2𝛽 = 1√
5

⇒ 2√
5

sin 2𝛼 +
1√
5

cos 2𝛼 = − 1√
5
.

Далее имеем

4 sin𝛼 cos𝛼 +
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ 2 cos𝛼(cos𝛼 + 2 sin𝛼) = 0 ⇔

⇔

[︃
cos𝛼 = 0,

cos𝛼 = 2 sin𝛼.

В первом случае tg𝛼 не существует, а во втором случае tg𝛼 = −1
2
.

Аналогично рассматриваем вторую систему:⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 2√
5
,

sin 2𝛽 = − 1√
5

⇒ 2√
5

sin 2𝛼− 1√
5

cos 2𝛼 = − 1√
5
⇔

⇔ 4 sin𝛼 cos𝛼−
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ 2 sin𝛼(2 cos𝛼 + sin𝛼) = 0 ⇔

⇔

[︃
sin𝛼 = 0,

2 cos𝛼 = − sin𝛼.

Отсюда tg𝛼 = 0 или tg𝛼 = −2.

Итак, возможные значения tg𝛼 – это 0, −2 и −1
2
.
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2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑥− 2𝑦 =

√
𝑥𝑦 − 𝑥− 2𝑦 + 2,

𝑥2 + 9𝑦2 − 4𝑥− 18𝑦 = 12.

Ответ: (6; 2),
(︁

2 −
√︁

5
2
; 1 −

√︁
5
2

)︁
.

Решение. Первое уравнение при условии 𝑥 − 2𝑦 > 0 равносильно уравнению (𝑥 − 2𝑦)2 =
𝑥𝑦− 𝑥− 2𝑦+ 2, откуда 𝑥2 + (1− 5𝑦)𝑥+ (4𝑦2 + 2𝑦 − 2) = 0. Решая это уравнение как квадратное
относительно переменной 𝑥, имеем 𝐷 = (1 − 5𝑦)2 − 4 (4𝑦2 + 2𝑦 − 2) = (3𝑦 − 3)2; 𝑥 = 4𝑦 − 2 или
𝑥 = 𝑦 + 1. Подставляем во второе уравнение исходной системы.

Если 𝑥 = 4𝑦 − 2, то 25𝑦2 − 50𝑦 = 0, и получаем две пары 𝑦 = 0, 𝑥 = −2 и 𝑦 = 2, 𝑥 = 6.
Если 𝑥 = 𝑦 + 1, то 10𝑦2 − 20𝑦 − 15 = 0, откуда также имеем две пары 𝑦 = 1 +

√︁
5
2
, 𝑥 = 2 +

√︁
5
2

и 𝑦 = 1 −
√︁

5
2
, 𝑥 = 2 −

√︁
5
2
.

Из четырёх найденных пар чисел неравенству 𝑥 > 2𝑦 удовлетворяют только две из них: (6; 2),(︁
2 −

√︁
5
2
; 1 −

√︁
5
2

)︁
.

3. [5 баллов] Решите неравенство

5log12(𝑥
2+18𝑥) + 𝑥2 >

⃒⃒
𝑥2 + 18𝑥

⃒⃒log12 13 − 18𝑥.

Ответ: [−24;−18) ∪ (0; 6].

Решение. Заметим, что 𝑥2+18𝑥 > 0. Следовательно, |𝑥2 + 18𝑥| = 𝑥2+18𝑥. Область допустимых
значений – это 𝑥 ∈ (−∞;−18) ∪ (0; +∞), а неравенство эквивалентно следующим:

5log12(𝑥2+18𝑥) +
(︀
𝑥2 + 18𝑥

)︀
>

(︀
𝑥2 + 18𝑥

)︀log12 13 ⇔

⇔ 5log12(𝑥2+18𝑥) + 12log12(𝑥2+18𝑥) > 13log12(𝑥2+18𝑥) ⇔
(︂

5

13

)︂log12(𝑥2+18𝑥)
+

(︂
12

13

)︂log12(𝑥2+18𝑥)
> 1.

Рассмотрим неравенство
(︀

5
13

)︀𝑦
+

(︀
12
13

)︀𝑦
> 1. Функция ℎ(𝑦) =

(︀
5
13

)︀𝑦
+

(︀
12
13

)︀𝑦 – убывающая (как
сумма убывающих функций). Несложно заметить, что ℎ(2) = 1, поэтому если 𝑦 > 2, то ℎ(𝑦) < 1,
а если 𝑦 < 2, то ℎ(𝑦) > 1. Таким образом, это неравенство даёт 𝑦 6 2, а исходное неравенство
эквивалентно неравенству log12 (𝑥2 + 18𝑥) 6 2. Отсюда получаем 0 < 𝑥2 + 18𝑥 6 144, 𝑥 ∈
[−24;−18) ∪ (0; 6].

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 8, 𝐵𝐷 = 17.

Ответ: 𝑅 = 85
6
, 𝑟 = 136

15
, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1

2
arccos 15

17
, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 2125

12
.

Решение. Обозначим ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜓, а радиусы Ω и 𝜔 через 𝑅 и 𝑟 соответственно. Пусть 𝑂 и 𝑄 –
центры окружностей Ω и 𝜔 соответственно; 𝐾 – точка пересечения 𝜔 и 𝐴𝐵, отличная от 𝐴.

Отметим, что ∠𝐵𝐷𝑄 = 90∘ (касательная 𝐵𝐷 перпендикулярна радиусу 𝐷𝑄) и ∠𝐵𝐶𝐴 = 90∘

(угол вписан в окружность Ω и опирается на её диаметр). Значит, треугольники 𝐵𝐷𝑄 и 𝐵𝐶𝐴
подобны (по двум углам). Отсюда 𝐵𝐷

𝐵𝑄
= 𝐵𝐶

𝐵𝐴
, т.е. 17

2𝑅−𝑟 = 25
2𝑅

, а значит, 𝑅 = 25𝑟
16

. По теореме о
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касательной и секущей 𝐵𝐷2 = 𝐵𝐾 ·𝐵𝐴 = (2𝑅−2𝑟)·2𝑅 =
(︁

25𝑟
8

− 2𝑟
)︁
· 25𝑟

8
= 225𝑟2

64
. Следовательно,

𝐵𝐷 = 15𝑟
8

, 𝑟 = 8·𝐵𝐷
15

= 136
15

, 𝑅 = 25𝑟
16

= 85
6
.

Далее находим углы и дуги:
⌣

𝐴𝐶= 2∠𝐴𝐵𝐶 = 2𝜓; ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ − ∠𝑄𝐵𝐷 = 90∘ − 𝜓; ∠𝐴𝑄𝐷 =

180∘ − ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ + 𝜓; ∠𝑄𝐴𝐷 = 1
2

(180∘ − ∠𝐴𝑄𝐷) = 45∘ − 𝜓
2
;

⌣

𝐵𝐸= 2∠𝐵𝐴𝐶 = 90∘ − 𝜓;
⌣

𝐶𝐸= 180∘−
⌣

𝐴𝐶 −
⌣

𝐵𝐸= 90∘−𝜓. Следовательно, ∠𝐴𝐹𝐸 = 1
2

⌣

𝐴𝐸= 45∘ + 𝜓
2
. Угол 𝜓 известен, так

как cos𝜓 = 𝐵𝐶
𝐵𝐴

= 25
85/3

· 15
17

. Значит, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1
2

arccos 15
17

.

Перейдём к нахождению площади. Треугольник 𝐴𝐸𝐹 прямоугольный (∠𝐸𝐴𝐹 = 90∘ как впи-
санный угол, опирающийся на диаметр), поэтому 𝐹𝐴 = 𝐹𝐸 cos∠𝐸𝐹𝐴, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 1

2
· 𝐹𝐴 · 𝐹𝐸 ·

sin∠𝐴𝐹𝐸 = 1
4
𝐹𝐸2 sin(2∠𝐴𝐹𝐸) = 1

4
· 4𝑅2 sin (90∘ + 𝜓) = 𝑅2 cos𝜓 =

(︁
85
6

)︁2

· 15
17

= 2125
12

.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 1 6 𝑥 6 24,
1 6 𝑦 6 24 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

Ответ: 198.

Решение. Подставляя 𝑎 = 1 в равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), получаем 𝑓(𝑏) = 𝑓(1) + 𝑓(𝑏),
значит, 𝑓(1) = 0. Если же для произвольных натуральных 𝑥, 𝑦 положить 𝑎 = 𝑥

𝑦
, 𝑏 = 𝑦, то

получаем 𝑓(𝑥) = 𝑓
(︁
𝑥
𝑦
· 𝑦

)︁
= 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓(𝑦), откуда 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦). Таким образом, что-

бы вычислить значение функции 𝑓 в произвольной положительной рациональной точке нам
достаточно значения функции 𝑓 для любого натурального числа.

Для простых чисел и единицы значения функции мы уже знаем. Для составных чисел значения
функции могут быть найдены, если их разложить на простые множители и воспользоваться
равенством 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), например, 𝑓(15) = 𝑓(3 · 5) = 𝑓(3) + 𝑓(5) =

[︀
3
4

]︀
+
[︀
5
4

]︀
= 0 + 1 = 1.

Аналогичным образом вычисляем значения функции для 𝑛 ∈ [1; 24] и записываем их в таблицу:

𝑛 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
𝑓(𝑛) 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 2 0
𝑛 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

𝑓(𝑛) 3 1 1 0 4 0 4 1 1 2 5 0

Поскольку 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
= 𝑓(1) = 0, то из 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 следует, что 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
> 0. Таким образом,

количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 совпадает с количеством пар,

для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
> 0. Посчитаем количество пар (𝑥; 𝑦), при которых 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0. Ввиду того,

что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦), нужно найти количество пар (𝑥; 𝑦) из таблицы выше, для которых

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). Рассмотрим несколько случаев:

• 𝑥 = 𝑦. В данном случае имеется 24 варианта.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 0. В таблице есть 11 аргументов, при которых 𝑓 = 0. Выбирая пару
таких аргументов, первый можно выбрать 11 способами, а второй – 10 способами. Значит,
количество пар такого типа равно 11 · 10 = 110.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 1. Аналогично предыдущему пункту получаем 7 · 6 = 42 пары.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 2. Здесь 2 · 1 = 2 пары.
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• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 4. Здесь также 2 · 1 = 2 пары.

Итого, есть 24 + 110 + 42 + 2 + 2 = 180 пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦), для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0.

Всего имеется 242 = 576 пар, поэтому тех, при которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0, ровно 576−180

2
= 198.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

12𝑥+ 11

4𝑥+ 3
6 𝑎𝑥+ 𝑏 6 −8𝑥2 − 30𝑥− 17

выполнено для всех 𝑥 на промежутке
[︀
−11

4
;−3

4

)︀
.

Ответ: 𝑎 = −2, 𝑏 = −1
2
.

Решение. Рассмотрим второе неравенство. Обозначим ℎ(𝑥) = −8𝑥2−30𝑥−17. График – пара-
бола с ветвями вниз. На концах данного в условии промежутка имеем ℎ

(︁
−11

4

)︁
= 5, ℎ

(︁
−3

4

)︁
=

1. Так как неравенство должно выполняться на всём промежутке, то точки 𝑀
(︁
−11

4
; 5
)︁

и

𝑁
(︁
−3

4
; 1
)︁

могут располагаться на прямой 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 или выше неё. Отсюда самое “высо-
кое” расположение этой прямой (на указанном промежутке) есть прямая 𝑀𝑁 . Составляя её
уравнение по двум точкам, имеем 𝑦 = −2𝑥− 1

2
(назовём эту прямую ℓ).

График левой части неравенства – гипербола 𝑔(𝑥) = 12𝑥+11
4𝑥+3

. Заметим, что она касается прямой ℓ
в точке, принадлежащей промежутку

[︀
−11

4
;−3

4

)︀
. Действительно, уравнение 12𝑥+11

4𝑥+3
= −2𝑥 − 1

2

имеет единственное решение 𝑥 = −4
5
, и при этом 𝑔′(𝑥) = − 8

(4𝑥+3)2
, 𝑔′

(︀
−5

4

)︀
= −2, т.е. угловой

коэффициент прямой ℓ совпадает с производной функции 𝑦 = 𝑔(𝑥) в их общей точке. Несложно
видеть (если построить график), что на данном промежутке прямая ℓ находится выше гипер-
болы. Любая прямая, расположенная “ниже” прямой ℓ пересекается с гиперболой, и потому не
удовлетворяет условию.

Итак, ℓ – единственная возможная прямая, удовлетворяющая условию; следовательно, 𝑎 = −2,
𝑏 = −1

2
.

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝐴𝐵𝐶𝐷, вершина 𝐴 которой лежит на одной сфере с серединами всех
её рёбер, кроме ребра 𝐴𝐷. Известно, что 𝐴𝐵 = 1, 𝐵𝐷 = 2, 𝐶𝐷 = 3. Найдите длину ребра 𝐵𝐶.
Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?

Ответ: 𝐵𝐶 =
√

7, 𝑅min =
√︁

7
3
.

Решение. Пусть 𝐾, 𝐿, 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 – середины рёбер 𝐴𝐵, 𝐵𝐷, 𝐶𝐷, 𝐴𝐶, 𝐵𝐶 соответственно. Из
теоремы о средней линии треугольника следует, что 𝐾𝐿𝑀𝑁 и 𝐴𝐾𝑃𝑁 – параллелограммы. Они
вписаны в окружности, являющиеся сечениями сферы плоскостями 𝐾𝐿𝑀 и 𝐴𝐵𝐶, поэтому эти
параллелограммы – прямоугольники. Угол 𝐵𝐴𝐶 – прямой; прямые 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 перпендикулярны,
так как 𝐴𝐷 ‖ 𝐾𝐿, 𝐾𝐿 ⊥ 𝐿𝑀 , 𝐵𝐶 ‖ 𝐿𝑀 .

Отметим в плоскости 𝐴𝐵𝐶 точку 𝐷′ такую, что △𝐵𝐶𝐷 = △𝐵𝐶𝐷′, а точки 𝐴 и 𝐷′ лежат
по разные стороны от прямой 𝐵𝐶 (треугольник 𝐵𝐶𝐷′ может быть получен из треугольника
𝐵𝐶𝐷 поворотом вокруг прямой 𝐵𝐶). Из равенства треугольников 𝐵𝐶𝐷 и 𝐵𝐶𝐷′ следует, что
основания их высот, опущенных на 𝐵𝐶 – это одна и та же точка (назовём её 𝐻). Плоскость
𝐷𝐷′𝐻 перпендикулярна 𝐵𝐶 (так как 𝐷𝐻 ⊥ 𝐵𝐶, 𝐷′𝐻 ⊥ 𝐵𝐶), поэтому 𝐷𝐷′ ⊥ 𝐵𝐶. Поскольку
𝐷𝐷′ ⊥ 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶, то плоскость 𝐴𝐷𝐷′ перпендикулярна 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷′ ⊥ 𝐵𝐶.

Значит, 𝐴𝐵𝐶𝐷′ – четырёхугольник со взаимно перпендикулярными диагоналями (пусть 𝑋
– точка их пересечения). По теореме Пифагора 𝐴𝐵2 = 𝐴𝑋2 + 𝐵𝑋2, 𝐶𝐷′2 = 𝐶𝑋2 + 𝐷′𝑋2,
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𝐵𝐷′2 = 𝐵𝑋2+𝐷′𝑋2, 𝐴𝐶2 = 𝐴𝑋2+𝐶𝑋2, следовательно, 𝐴𝐵2+𝐶𝐷′2 = 𝐵𝐷′2+𝐴𝐶2, откуда 𝐴𝐶 =√
12 + 32 − 22 =

√
6. Из прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 находим 𝐵𝐶 =

√
𝐴𝐵2 + 𝐴𝐶2 =

√
7.

Радиус сферы, описанной около пирамиды 𝐴𝐵𝐶𝐷, не меньше радиуса 𝑅 окружности, описан-
ной около грани 𝐵𝐶𝐷. Пирамида, для которой достигается равенство, существует. Докажем
это. Рассмотрим сферу радиуса 𝑅 и окружность – её сечение, проходящее через центр сферы.
Впишем в эту окружность треугольник 𝐵𝐶𝐷 и через прямую 𝐵𝐶 проведём плоскость, перпен-
дикулярную плоскости этого треугольника. В сечении сферы указанной плоскостью получится
окружность с диаметром 𝐵𝐶, в которую можно вписать прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶. По
теореме косинусов из треугольника 𝐵𝐶𝐷 находим, что cos∠𝐵𝐷𝐶 = 𝐶𝐷2+𝐵𝐷2−𝐵𝐶2

2·𝐶𝐷·𝐵𝐷 = 9+4−7
2·3·2 = 1

2
,

∠𝐵𝐷𝐶 = 60∘. По теореме синусов 𝑅 = 𝐵𝐶
2 sin∠𝐵𝐷𝐶 =

√
7

2 sin 60∘
=

√︁
7
3
.
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11 класс, ВАРИАНТ 2

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin (2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
5

; sin (2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = −2

5
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

Ответ: 3, −1, 1
3
.

Решение. Преобразуя в левой части второго равенства сумму синусов в произведение, по-
лучаем sin (2𝛼 + 2𝛽) cos 2𝛽 = −1

5
. Подставляем в это соотношение значение синуса из первого

равенства:

− 1√
5

cos 2𝛽 = −1

5
⇔ cos 2𝛽 =

1√
5

⇔

⎡⎢⎢⎣sin 2𝛽 =
2√
5
,

sin 2𝛽 = − 2√
5
.

Отсюда следует, что исходные равенства эквивалентны совокупности двух систем уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 1√
5
,

sin 2𝛽 = 2√
5

и

⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 1√
5
,

sin 2𝛽 = − 2√
5
.

Из первой системы получаем⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 1√
5
,

sin 2𝛽 = 2√
5

⇒ 1√
5

sin 2𝛼 +
2√
5

cos 2𝛼 = − 1√
5
.

Далее имеем

2 sin𝛼 cos𝛼 + 2
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ sin2 𝛼− 2 sin𝛼 cos𝛼− 3 cos2 𝛼 = 0 ⇔

⇔

[︃
sin𝛼− 3 cos𝛼 = 0,

sin𝛼 + cos𝛼 = 0.

В первом случае tg𝛼 = 3, а во втором случае tg𝛼 = −1.

Аналогично рассматриваем вторую систему:⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

5
,

cos 2𝛽 = 1√
5
,

sin 2𝛽 = − 2√
5

⇒ 1√
5

sin 2𝛼− 2√
5

cos 2𝛼 = − 1√
5
⇔

⇔ 2 sin𝛼 cos𝛼− 2
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ 3 sin2 𝛼 + 2 sin𝛼 cos𝛼− cos2 𝛼 = 0 ⇔

⇔

[︃
3 sin𝛼− cos𝛼 = 0,

sin𝛼 + cos𝛼 = 0.

Отсюда tg𝛼 = −1 или tg𝛼 = 1
3
.

Итак, возможные значения tg𝛼 – это 3, −1 и 1
3
.
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2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑥− 12𝑦 =

√
2𝑥𝑦 − 12𝑦 − 𝑥+ 6,

𝑥2 + 36𝑦2 − 12𝑥− 36𝑦 = 45.

Ответ: (15; 1),
(︁

6 − 12
√︁

2
5
; 1
2
− 3√

10

)︁
.

Решение. Первое уравнение при условии 𝑥 − 12𝑦 > 0 равносильно уравнению (𝑥 − 12𝑦)2 =
2𝑥𝑦 − 12𝑦 − 𝑥 + 6, откуда 𝑥2 + (1 − 26𝑦)𝑥 + (144𝑦2 + 12𝑦 − 6) = 0. Решая это уравнение как
квадратное относительно переменной 𝑥, имеем 𝐷 = (1−26𝑦)2−4 (144𝑦2 + 12𝑦 − 6) = (10𝑦−5)2;
𝑥 = 18𝑦 − 3 или 𝑥 = 8𝑦 + 2. Подставляем во второе уравнение исходной системы.

Если 𝑥 = 18𝑦 − 3, то 360𝑦2 − 360𝑦 = 0, и получаем две пары 𝑦 = 0, 𝑥 = −3 и 𝑦 = 1, 𝑥 = 15.
Если 𝑥 = 8𝑦+ 2, то 20𝑦2−20𝑦−13 = 0, откуда также имеем две пары 𝑦 = 1

2
+ 3√

10
, 𝑥 = 6 + 12

√︁
2
5

и 𝑦 = 1
2
− 3√

10
, 𝑥 = 6 − 12

√︁
2
5
.

Из четырёх найденных пар чисел неравенству 𝑥 > 12𝑦 удовлетворяют только две из них: (15; 1),(︁
6 − 12

√︁
2
5
; 1
2
− 3√

10

)︁
.

3. [5 баллов] Решите неравенство

10𝑥+
⃒⃒
𝑥2 − 10𝑥

⃒⃒log3 4 > 𝑥2 + 5log3(10𝑥−𝑥2).

Ответ: (0; 1] ∪ [9; 10).

Решение. Заметим, что 10𝑥−𝑥2 > 0. Следовательно, |𝑥2 − 10𝑥| = 10𝑥−𝑥2.Область допустимых
значений – это 𝑥 ∈ (0; 10), а неравенство эквивалентно следующим:

(︀
10𝑥− 𝑥2

)︀
+
(︀
10𝑥− 𝑥2

)︀log3 4 > 5log3(10𝑥−𝑥2) ⇔

⇔ 3log3(10𝑥−𝑥2) + 4log3(10𝑥−𝑥2) > 5log3(10𝑥−𝑥2) ⇔
(︂

3

5

)︂log3(10𝑥−𝑥2)
+

(︂
4

5

)︂log3(10𝑥−𝑥2)
> 1.

Рассмотрим неравенство
(︀
3
5

)︀𝑦
+
(︀
4
5

)︀𝑦
> 1. Функция ℎ(𝑦) =

(︀
3
5

)︀𝑦
+
(︀
4
5

)︀𝑦 – убывающая (как сумма
убывающих функций). Несложно заметить, что ℎ(2) = 1, поэтому если 𝑦 > 2, то ℎ(𝑦) < 1, а
если 𝑦 < 2, то ℎ(𝑦) > 1. Таким образом, это неравенство даёт 𝑦 6 2, а исходное неравенство
эквивалентно неравенству log3 (10𝑥− 𝑥2) 6 2. Отсюда получаем 0 < 10𝑥 − 𝑥2 6 9, 𝑥 ∈ (0; 1] ∪
[9; 10).

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 15

2
, 𝐵𝐷 = 17

2
.

Ответ: 𝑅 = 17, 𝑟 = 255
16

, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1
2

arccos 8
17

, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 136.

Решение. Обозначим ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜓, а радиусы Ω и 𝜔 через 𝑅 и 𝑟 соответственно. Пусть 𝑂 и 𝑄 –
центры окружностей Ω и 𝜔 соответственно; 𝐾 – точка пересечения 𝜔 и 𝐴𝐵, отличная от 𝐴.

Отметим, что ∠𝐵𝐷𝑄 = 90∘ (касательная 𝐵𝐷 перпендикулярна радиусу 𝐷𝑄) и ∠𝐵𝐶𝐴 = 90∘

(угол вписан в окружность Ω и опирается на её диаметр). Значит, треугольники 𝐵𝐷𝑄 и 𝐵𝐶𝐴
подобны (по двум углам). Отсюда 𝐵𝐷

𝐵𝑄
= 𝐵𝐶

𝐵𝐴
, т.е. 17

2𝑅−𝑟 = 32
2𝑅

, а значит, 𝑅 = 16𝑟
15

. По теореме о
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касательной и секущей 𝐵𝐷2 = 𝐵𝐾 ·𝐵𝐴 = (2𝑅−2𝑟) ·2𝑅 =
(︁

32𝑟
15

− 2𝑟
)︁
· 32𝑟
15

= 64𝑟2

225
. Следовательно,

𝐵𝐷 = 8𝑟
15

, 𝑟 = 15·𝐵𝐷
8

= 255
16

, 𝑅 = 16𝑟
15

= 17.

Далее находим углы и дуги:
⌣

𝐴𝐶= 2∠𝐴𝐵𝐶 = 2𝜓; ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ − ∠𝑄𝐵𝐷 = 90∘ − 𝜓; ∠𝐴𝑄𝐷 =

180∘ − ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ + 𝜓; ∠𝑄𝐴𝐷 = 1
2

(180∘ − ∠𝐴𝑄𝐷) = 45∘ − 𝜓
2
;

⌣

𝐵𝐸= 2∠𝐵𝐴𝐶 = 90∘ − 𝜓;
⌣

𝐶𝐸= 180∘−
⌣

𝐴𝐶 −
⌣

𝐵𝐸= 90∘−𝜓. Следовательно, ∠𝐴𝐹𝐸 = 1
2

⌣

𝐴𝐸= 45∘ + 𝜓
2
. Угол 𝜓 известен, так

как cos𝜓 = 𝐵𝐶
𝐵𝐴

= 16
34

= 8
17

. Значит, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1
2

arccos 8
17

.

Перейдём к нахождению площади. Треугольник 𝐴𝐸𝐹 прямоугольный (∠𝐸𝐴𝐹 = 90∘ как впи-
санный угол, опирающийся на диаметр), поэтому 𝐹𝐴 = 𝐹𝐸 cos∠𝐸𝐹𝐴, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 1

2
· 𝐹𝐴 · 𝐹𝐸 ·

sin∠𝐴𝐹𝐸 = 1
4
𝐹𝐸2 sin(2∠𝐴𝐹𝐸) = 1

4
· 4𝑅2 sin (90∘ + 𝜓) = 𝑅2 cos𝜓 = 172 · 8

17
= 136.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 2 6 𝑥 6 25,
2 6 𝑦 6 25 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

Ответ: 206.

Решение. Подставляя 𝑎 = 1 в равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), получаем 𝑓(𝑏) = 𝑓(1) + 𝑓(𝑏),
значит, 𝑓(1) = 0. Если же для произвольных натуральных 𝑥, 𝑦 положить 𝑎 = 𝑥

𝑦
, 𝑏 = 𝑦, то

получаем 𝑓(𝑥) = 𝑓
(︁
𝑥
𝑦
· 𝑦

)︁
= 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓(𝑦), откуда 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦). Таким образом, что-

бы вычислить значение функции 𝑓 в произвольной положительной рациональной точке нам
достаточно значения функции 𝑓 для любого натурального числа.

Для простых чисел и единицы значения функции мы уже знаем. Для составных чисел значения
функции могут быть найдены, если их разложить на простые множители и воспользоваться
равенством 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), например, 𝑓(15) = 𝑓(3 · 5) = 𝑓(3) + 𝑓(5) =

[︀
3
4

]︀
+
[︀
5
4

]︀
= 0 + 1 = 1.

Аналогичным образом вычисляем значения функции для 𝑛 ∈ [2; 25] и записываем их в таблицу:

𝑛 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
𝑓(𝑛) 0 0 0 1 0 1 0 0 1 2 0 3
𝑛 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

𝑓(𝑛) 1 1 0 4 0 4 1 1 2 5 0 2

Поскольку 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
= 𝑓(1) = 0, то из 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 следует, что 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
> 0. Таким образом,

количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 совпадает с количеством пар,

для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
> 0. Посчитаем количество пар (𝑥; 𝑦), при которых 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0. Ввиду того,

что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦), нужно найти количество пар (𝑥; 𝑦) из таблицы выше, для которых

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). Рассмотрим несколько случаев:

• 𝑥 = 𝑦. В данном случае имеется 24 варианта.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 0. В таблице есть 10 аргументов, при которых 𝑓 = 0. Выбирая пару
таких аргументов, первый можно выбрать 10 способами, а второй – 9 способами. Значит,
количество пар такого типа равно 10 · 9 = 90.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 1. Аналогично предыдущему пункту получаем 7 · 6 = 42 пары.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 2. Здесь 3 · 2 = 6 пар.
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• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 4. Здесь 2 · 1 = 2 пары.

Итого, есть 24 + 90 + 42 + 6 + 2 = 164 пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦), для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0.

Всего имеется 242 = 576 пар, поэтому тех, при которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0, ровно 576−164

2
= 206.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

16𝑥− 16

4𝑥− 5
6 𝑎𝑥+ 𝑏 6 −32𝑥2 + 36𝑥− 3

выполнено для всех 𝑥 на промежутке
[︀
1
4
; 1
]︀
.

Ответ: 𝑎 = −4, 𝑏 = 5.

Решение. Рассмотрим второе неравенство. Обозначим ℎ(𝑥) = −32𝑥2 + 36𝑥 − 3. График –
парабола с ветвями вниз. На концах данного в условии промежутка имеем ℎ

(︁
1
4

)︁
= 4, ℎ(1) = 1.

Так как неравенство должно выполняться на всём промежутке, то точки 𝑀
(︁

1
4
; 4
)︁

и 𝑁(1; 1)

могут располагаться на прямой 𝑦 = 𝑎𝑥+𝑏 или выше неё. Отсюда самое “высокое” расположение
этой прямой (на указанном промежутке) есть прямая 𝑀𝑁 . Составляя её уравнение по двум
точкам, имеем 𝑦 = −4𝑥+ 5 (назовём эту прямую ℓ).

График левой части неравенства – гипербола 𝑔(𝑥) = 16𝑥−16
4𝑥−5

. Заметим, что она касается прямой ℓ
в точке, принадлежащей промежутку

[︀
1
4
; 1
]︀
. Действительно, уравнение 16𝑥−16

4𝑥−5
= −4𝑥+ 5 имеет

единственное решение 𝑥 = 3
4
, и при этом 𝑔′(𝑥) = − 16

(4𝑥−5)2
, 𝑔′

(︀
3
4

)︀
= −4, т.е. угловой коэффициент

прямой ℓ совпадает с производной функции 𝑦 = 𝑔(𝑥) в их общей точке. Несложно видеть (если
построить график), что на данном промежутке прямая ℓ находится выше гиперболы. Любая
прямая, расположенная “ниже” прямой ℓ пересекается с гиперболой, и потому не удовлетворяет
условию.

Итак, ℓ – единственная возможная прямая, удовлетворяющая условию; следовательно, 𝑎 = −4,
𝑏 = 5.

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝐾𝐿𝑀𝑁 , вершина 𝑁 которой лежит на одной сфере с серединами
всех её рёбер, кроме ребра 𝐾𝑁 . Известно, что 𝐾𝐿 = 3, 𝐾𝑀 = 1, 𝑀𝑁 =

√
2. Найдите длину

ребра 𝐿𝑀 . Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?

Ответ: 𝐿𝑀 = 2
√

3, 𝑅min = 3
√
3

2
√
2
.

Решение. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 – середины рёбер 𝐿𝑁 , 𝐿𝑀 , 𝐾𝑀 , 𝑀𝑁 , 𝐾𝐿 соответственно.
Из теоремы о средней линии треугольника следует, что 𝐴𝐷𝐶𝐸 и 𝐴𝐵𝐷𝑁 – параллелограм-
мы. Они вписаны в окружности, являющиеся сечениями сферы плоскостями 𝐴𝐶𝐷 и 𝐿𝑀𝑁 ,
поэтому эти параллелограммы – прямоугольники. Угол 𝐿𝑁𝑀 – прямой; прямые 𝐾𝑁 и 𝐿𝑀
перпендикулярны, так как 𝐾𝑁 ‖ 𝐴𝐸, 𝐴𝐸 ⊥ 𝐶𝐸, 𝐶𝐸 ‖ 𝐿𝑀 .

Отметим в плоскости 𝐿𝑀𝑁 точку 𝐾 ′ такую, что △𝐾𝐿𝑀 = △𝐾 ′𝐿𝑀 , а точки 𝑁 и 𝐾 ′ лежат
по разные стороны от прямой 𝐿𝑀 (треугольник 𝐾 ′𝐿𝑀 может быть получен из треугольника
𝐾𝐿𝑀 поворотом вокруг прямой 𝐿𝑀). Из равенства треугольников 𝐾𝐿𝑀 и 𝐾 ′𝐿𝑀 следует, что
основания их высот, опущенных на 𝐿𝑀 – это одна и та же точка (назовём её 𝐻). Плоскость
𝐻𝐾𝐾 ′ перпендикулярна 𝐿𝑀 (так как𝐾𝐻 ⊥ 𝐿𝑀 ,𝐾 ′𝐻 ⊥ 𝐿𝑀), поэтому𝐾𝐾 ′ ⊥ 𝐿𝑀 . Поскольку
𝐾𝐾 ′ ⊥ 𝐿𝑀 и 𝐾𝑁 ⊥ 𝐿𝑀 , то плоскость 𝐾𝐾 ′𝑁 перпендикулярна 𝐿𝑀 и 𝐾 ′𝑁 ⊥ 𝐿𝑀 .

Значит, 𝐾 ′𝐿𝑁𝑀 – четырёхугольник со взаимно перпендикулярными диагоналями (пусть 𝑋
– точка их пересечения). По теореме Пифагора 𝐾 ′𝐿2 = 𝐾 ′𝑋2 + 𝐿𝑋2, 𝐿𝑁2 = 𝐿𝑋2 + 𝑁𝑋2,
𝑁𝑀2 = 𝑁𝑋2 + 𝑀𝑋2, 𝐾 ′𝑀2 = 𝐾 ′𝑋2 + 𝑀𝑋2, следовательно, 𝐿𝑁2 + 𝐾 ′𝑀2 = 𝑀𝑁2 + 𝐾 ′𝐿2,
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откуда 𝐿𝑁 =

√︁
32 +

(︀√
2
)︀2 − 12 =

√
10. Из прямоугольного треугольника 𝐿𝑀𝑁 находим 𝐿𝑀 =√

𝐿𝑁2 +𝑀𝑁2 = 2
√

3.

Радиус сферы, описанной около пирамиды 𝐾𝐿𝑀𝑁 , не меньше радиуса 𝑅 окружности, описан-
ной около грани 𝐵𝐶𝐷. Пирамида, для которой достигается равенство, существует. Докажем
это. Рассмотрим сферу радиуса 𝑅 и окружность – её сечение, проходящее через центр сферы.
Впишем в эту окружность треугольник 𝐾𝐿𝑀 и через прямую 𝐿𝑀 проведём плоскость, перпен-
дикулярную плоскости этого треугольника. В сечении сферы указанной плоскостью получится
окружность с диаметром 𝐿𝑀 , в которую можно вписать прямоугольный треугольник 𝐿𝑀𝑁 . По
теореме косинусов из треугольника 𝐾𝐿𝑀 находим, что cos∠𝐿𝐾𝑀 = 𝐾𝐿2+𝐾𝑀2−𝐿𝑀2

2·𝐾𝐿·𝐾𝑀 = 9+1−12
2·3·1 =

−1
3
, sin∠𝐿𝐾𝑀 = 2

√
2

3
. По теореме синусов 𝑅 = 𝐿𝑀

2 sin∠𝐿𝐾𝑀 = 2
√
3

4
√
2/3

= 3
√
3

2
√
2
.
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11 класс, ВАРИАНТ 3

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin (2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
17

; sin (2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = − 8

17
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

Ответ: 0, −4, −1
4
.

Решение. Преобразуя в левой части второго равенства сумму синусов в произведение, полу-
чаем sin (2𝛼 + 2𝛽) cos 2𝛽 = − 4

17
. Подставляем в это соотношение значение синуса из первого

равенства:

− 1√
17

cos 2𝛽 = − 4

17
⇔ cos 2𝛽 =

4√
17

⇔

⎡⎢⎢⎣sin 2𝛽 =
1√
17
,

sin 2𝛽 = − 1√
17
.

Отсюда следует, что исходные равенства эквивалентны совокупности двух систем уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 4√
17
,

sin 2𝛽 = 1√
17

и

⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 4√
17
,

sin 2𝛽 = − 1√
17
.

Из первой системы получаем⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 4√
17
,

sin 2𝛽 = 1√
17

⇒ 4√
17

sin 2𝛼 +
1√
17

cos 2𝛼 = − 1√
17
.

Далее имеем

8 sin𝛼 cos𝛼 +
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ 2 cos𝛼(cos𝛼 + 4 sin𝛼) = 0 ⇔

⇔

[︃
cos𝛼 = 0,

cos𝛼 = −4 sin𝛼.

В первом случае tg𝛼 не существует, а во втором случае tg𝛼 = −1
4
.

Аналогично рассматриваем вторую систему:⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 4√
17
,

sin 2𝛽 = − 1√
17

⇒ 4√
17

sin 2𝛼− 1√
17

cos 2𝛼 = − 1√
17

⇔

⇔ 8 sin𝛼 cos𝛼−
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ 2 sin𝛼(4 cos𝛼 + sin𝛼) = 0 ⇔

⇔

[︃
sin𝛼 = 0,

4 cos𝛼 = − sin𝛼.

Отсюда tg𝛼 = 0 или tg𝛼 = −4.

Итак, возможные значения tg𝛼 – это 0, −4 и −1
4
.
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2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
3𝑦 − 2𝑥 =

√
3𝑥𝑦 − 2𝑥− 3𝑦 + 2,

3𝑥2 + 3𝑦2 − 6𝑥− 4𝑦 = 4.

Ответ: (2; 2),
(︁

2−
√
10

2
; 4−

√
10

6

)︁
.

Решение. Первое уравнение при условии 3𝑦 − 2𝑥 > 0 равносильно уравнению (3𝑦 − 2𝑥)2 =
3𝑥𝑦 − 2𝑥 − 3𝑦 + 2, откуда 4𝑥2 + (2 − 15𝑦)𝑥 + (9𝑦2 + 3𝑦 − 2) = 0. Решая это уравнение как
квадратное относительно переменной 𝑥, имеем 𝐷 = (2 − 15𝑦)2 − 16 (9𝑦2 + 3𝑦 − 2) = (9𝑦 − 6)2;
𝑥 = 3𝑦 − 1 или 𝑥 = 3

4
𝑦 + 1

2
. Подставляем во второе уравнение исходной системы.

Если 𝑥 = 3𝑦 − 1, то 6𝑦2 − 8𝑦 + 1 = 0, и получаем две пары 𝑦 = 4+
√
10

6
, 𝑥 = 2+

√
10

2
и 𝑦 = 4−

√
10

6
,

𝑥 = 2−
√
10

2
.

Если 𝑥 = 3
4
𝑦+ 1

2
, то 3𝑦2−4𝑦−4 = 0, откуда также имеем две пары 𝑦 = 2, 𝑥 = 2 и 𝑦 = −2

3
, 𝑥 = 0.

Из четырёх найденных пар чисел неравенству 3𝑦 > 2𝑥 удовлетворяют только две из них: (2; 2),(︁
2−

√
10

2
; 4−

√
10

6

)︁
.

3. [5 баллов] Решите неравенство

3log4(𝑥
2+6𝑥) + 6𝑥 > |𝑥2 + 6𝑥|log4 5 − 𝑥2.

Ответ: [−8;−6) ∪ (0; 2].

Решение. Заметим, что 𝑥2 + 6𝑥 > 0. Следовательно, |𝑥2 + 6𝑥| = 𝑥2 + 6𝑥. Область допустимых
значений – это 𝑥 ∈ (−∞;−6) ∪ (0; +∞), а неравенство эквивалентно следующим:

3log4(𝑥2+6𝑥) +
(︀
𝑥2 + 6𝑥

)︀
>

(︀
𝑥2 + 6𝑥

)︀log4 5 ⇔

⇔ 3log4(𝑥2+6𝑥) + 4log4(𝑥2+6𝑥) > 5log4(𝑥2+6𝑥) ⇔
(︂

3

5

)︂log4(𝑥2+6𝑥)
+

(︂
4

5

)︂log4(𝑥2+6𝑥)
> 1.

Рассмотрим неравенство
(︀
3
5

)︀𝑦
+
(︀
4
5

)︀𝑦
> 1. Функция ℎ(𝑦) =

(︀
3
5

)︀𝑦
+
(︀
4
5

)︀𝑦 – убывающая (как сумма
убывающих функций). Несложно заметить, что ℎ(2) = 1, поэтому если 𝑦 > 2, то ℎ(𝑦) < 1, а
если 𝑦 < 2, то ℎ(𝑦) > 1. Таким образом, это неравенство даёт 𝑦 6 2, а исходное неравенство
эквивалентно неравенству log4 (𝑥2 + 6𝑥) 6 2. Отсюда получаем 0 < 𝑥2 + 6𝑥 6 16, 𝑥 ∈ [−8;−6)∪
(0; 2].

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 5

2
, 𝐵𝐷 = 13

2
.

Ответ: 𝑅 = 39
8
, 𝑟 = 65

24
, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1

2
arccos 12

13
, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 351

16
.

Решение. Обозначим ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜓, а радиусы Ω и 𝜔 через 𝑅 и 𝑟 соответственно. Пусть 𝑂 и 𝑄 –
центры окружностей Ω и 𝜔 соответственно; 𝐾 – точка пересечения 𝜔 и 𝐴𝐵, отличная от 𝐴.

Отметим, что ∠𝐵𝐷𝑄 = 90∘ (касательная 𝐵𝐷 перпендикулярна радиусу 𝐷𝑄) и ∠𝐵𝐶𝐴 = 90∘

(угол вписан в окружность Ω и опирается на её диаметр). Значит, треугольники 𝐵𝐷𝑄 и 𝐵𝐶𝐴
подобны (по двум углам). Отсюда 𝐵𝐷

𝐵𝑄
= 𝐵𝐶

𝐵𝐴
, т.е. 13

2𝑅−𝑟 = 18
2𝑅

, а значит, 𝑅 = 9𝑟
5
. По теореме о

касательной и секущей 𝐵𝐷2 = 𝐵𝐾 ·𝐵𝐴 = (2𝑅−2𝑟)·2𝑅 =
(︁

18𝑟
5

− 2𝑟
)︁
· 18𝑟

5
= 144𝑟2

25
. Следовательно,

𝐵𝐷 = 12𝑟
5

, 𝑟 = 5·𝐵𝐷
12

= 65
24

, 𝑅 = 9𝑟
5

= 39
8
.
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Далее находим углы и дуги:
⌣

𝐴𝐶= 2∠𝐴𝐵𝐶 = 2𝜓; ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ − ∠𝑄𝐵𝐷 = 90∘ − 𝜓; ∠𝐴𝑄𝐷 =

180∘ − ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ + 𝜓; ∠𝑄𝐴𝐷 = 1
2

(180∘ − ∠𝐴𝑄𝐷) = 45∘ − 𝜓
2
;

⌣

𝐵𝐸= 2∠𝐵𝐴𝐶 = 90∘ − 𝜓;
⌣

𝐶𝐸= 180∘−
⌣

𝐴𝐶 −
⌣

𝐵𝐸= 90∘−𝜓. Следовательно, ∠𝐴𝐹𝐸 = 1
2

⌣

𝐴𝐸= 45∘ + 𝜓
2
. Угол 𝜓 известен, так

как cos𝜓 = 𝐵𝐶
𝐵𝐴

= 9
39/4

· 12
13

. Значит, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1
2

arccos 12
13

.

Перейдём к нахождению площади. Треугольник 𝐴𝐸𝐹 прямоугольный (∠𝐸𝐴𝐹 = 90∘ как впи-
санный угол, опирающийся на диаметр), поэтому 𝐹𝐴 = 𝐹𝐸 cos∠𝐸𝐹𝐴, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 1

2
· 𝐹𝐴 · 𝐹𝐸 ·

sin∠𝐴𝐹𝐸 = 1
4
𝐹𝐸2 sin(2∠𝐴𝐹𝐸) = 1

4
· 4𝑅2 sin (90∘ + 𝜓) = 𝑅2 cos𝜓 =

(︁
39
8

)︁2

· 12
13

= 351
16

.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 3 6 𝑥 6 27,
3 6 𝑦 6 27 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

Ответ: 229.

Решение. Подставляя 𝑎 = 1 в равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), получаем 𝑓(𝑏) = 𝑓(1) + 𝑓(𝑏),
значит, 𝑓(1) = 0. Если же для произвольных натуральных 𝑥, 𝑦 положить 𝑎 = 𝑥

𝑦
, 𝑏 = 𝑦, то

получаем 𝑓(𝑥) = 𝑓
(︁
𝑥
𝑦
· 𝑦

)︁
= 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓(𝑦), откуда 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦). Таким образом, что-

бы вычислить значение функции 𝑓 в произвольной положительной рациональной точке нам
достаточно значения функции 𝑓 для любого натурального числа.

Для простых чисел и единицы значения функции мы уже знаем. Для составных чисел значения
функции могут быть найдены, если их разложить на простые множители и воспользоваться
равенством 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), например, 𝑓(15) = 𝑓(3 · 5) = 𝑓(3) + 𝑓(5) =

[︀
3
4

]︀
+
[︀
5
4

]︀
= 0 + 1 = 1.

Аналогичным образом вычисляем значения функции для 𝑛 ∈ [3; 27] и записываем их в таблицу:

𝑛 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
𝑓(𝑛) 0 0 1 0 1 0 0 1 2 0 3 1 1
𝑛 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

𝑓(𝑛) 0 4 0 4 1 1 2 5 0 2 3 0

Поскольку 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
= 𝑓(1) = 0, то из 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 следует, что 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
> 0. Таким образом,

количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 совпадает с количеством пар,

для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
> 0. Посчитаем количество пар (𝑥; 𝑦), при которых 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0. Ввиду того,

что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦), нужно найти количество пар (𝑥; 𝑦) из таблицы выше, для которых

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). Рассмотрим несколько случаев:

• 𝑥 = 𝑦. В данном случае имеется 25 вариантов.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 0. В таблице есть 10 аргументов, при которых 𝑓 = 0. Выбирая пару
таких аргументов, первый можно выбрать 10 способами, а второй – 9 способами. Значит,
количество пар такого типа равно 10 · 9 = 90.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 1. Аналогично предыдущему пункту получаем 7 · 6 = 42 пары.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 2. Здесь 3 · 2 = 6 пар.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 3. Здесь 2 · 1 = 2 пары.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 4. Здесь также 2 · 1 = 2 пары.
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Итого, есть 25 + 90 + 42 + 6 + 2 + 2 = 167 пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦), для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0.

Всего имеется 252 = 625 пар, поэтому тех, при которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0, ровно 625−167

2
= 229.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

4𝑥− 3

2𝑥− 2
> 𝑎𝑥+ 𝑏 > 8𝑥2 − 34𝑥+ 30

выполнено для всех 𝑥 на промежутке (1; 3].

Ответ: 𝑎 = −2, 𝑏 = 6.

Решение. Рассмотрим второе неравенство. Обозначим ℎ(𝑥) = 8𝑥2−34𝑥+30. График – парабола
с ветвями вверх. На концах данного в условии промежутка имеем ℎ(1) = 4, ℎ(3) = 0. Так
как неравенство должно выполняться на всём промежутке, то точки 𝑀 (1; 4) и 𝑁 (3; 0) могут
располагаться на прямой 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 или ниже неё. Отсюда самое “низкое” расположение этой
прямой (на указанном промежутке) есть прямая 𝑀𝑁 . Составляя её уравнение по двум точкам,
имеем 𝑦 = −2𝑥+ 6 (назовём эту прямую ℓ).

График левой части неравенства – гипербола 𝑔(𝑥) = 4𝑥−3
2𝑥−2

. Заметим, что она касается прямой ℓ
в точке, принадлежащей промежутку (1; 3]. Действительно, уравнение 4𝑥−3

2𝑥−2
= −2𝑥 + 6 имеет

единственное решение 𝑥 = 3
2
, и при этом 𝑔′(𝑥) = − 2

(2𝑥−2)2
, 𝑔′

(︀
3
2

)︀
= −2, т.е. угловой коэффициент

прямой ℓ совпадает с производной функции 𝑦 = 𝑔(𝑥) в их общей точке. Несложно видеть (если
построить график), что на данном промежутке прямая ℓ находится ниже гиперболы. Любая
прямая, расположенная “выше” прямой ℓ пересекается с гиперболой, и потому не удовлетворяет
условию.

Итак, ℓ – единственная возможная прямая, удовлетворяющая условию; следовательно, 𝑎 = −2,
𝑏 = 6.

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝑃𝑄𝑅𝑆, вершина 𝑃 которой лежит на одной сфере с серединами всех
её рёбер, кроме ребра 𝑃𝑄. Известно, что 𝑄𝑅 = 2, 𝑄𝑆 = 1, 𝑃𝑆 =

√
2. Найдите длину ребра 𝑅𝑆.

Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?

Ответ: 𝑅𝑆 =
√

7, 𝑅min =
√︁

7
3
.

Решение. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 – середины рёбер 𝑃𝑅, 𝑅𝑆, 𝑄𝑆, 𝑃𝑆, 𝑄𝑅 соответственно. Из
теоремы о средней линии треугольника следует, что 𝐴𝐷𝐶𝐸 и 𝐴𝐵𝐷𝑃 – параллелограммы. Они
вписаны в окружности, являющиеся сечениями сферы плоскостями 𝐴𝐶𝐷 и 𝑃𝑅𝑆, поэтому эти
параллелограммы – прямоугольники. Угол 𝑅𝑃𝑆 – прямой; прямые 𝑃𝑄 и 𝑅𝑆 перпендикулярны,
так как 𝑃𝑄 ‖ 𝐴𝐸, 𝐴𝐸 ⊥ 𝐶𝐸, 𝐶𝐸 ‖ 𝑅𝑆.

Отметим в плоскости 𝑃𝑅𝑆 точку 𝑄′ такую, что △𝑄𝑅𝑆 = △𝑄′𝑅𝑆, а точки 𝑃 и 𝑄′ лежат
по разные стороны от прямой 𝑅𝑆 (треугольник 𝑄′𝑅𝑆 может быть получен из треугольника
𝑄𝑅𝑆 поворотом вокруг прямой 𝑅𝑆). Из равенства треугольников 𝑄𝑅𝑆 и 𝑄′𝑅𝑆 следует, что
основания их высот, опущенных на 𝑅𝑆 – это одна и та же точка (назовём её 𝐻). Плоскость
𝐻𝑄𝑄′ перпендикулярна 𝑅𝑆 (так как 𝑄𝐻 ⊥ 𝑅𝑆, 𝑄′𝐻 ⊥ 𝑅𝑆), поэтому 𝑄𝑄′ ⊥ 𝑅𝑆. Поскольку
𝑄𝑄′ ⊥ 𝑅𝑆 и 𝑃𝑄 ⊥ 𝑅𝑆, то плоскость 𝑃𝑄𝑄′ перпендикулярна 𝑅𝑆 и 𝑃𝑄′ ⊥ 𝑅𝑆.

Значит, 𝑃𝑅𝑄′𝑆 – четырёхугольник со взаимно перпендикулярными диагоналями (пусть 𝑋 –
точка их пересечения). По теореме Пифагора 𝑃𝑅2 = 𝑃𝑋2 +𝑅𝑋2, 𝑄′𝑅2 = 𝑄′𝑋2 +𝑅𝑋2, 𝑄′𝑆2 =
𝑄′𝑋2 + 𝑆𝑋2, 𝑃𝑆2 = 𝑃𝑋2 + 𝑆𝑋2, следовательно, 𝑃𝑆2 + 𝑄′𝑅2 = 𝑃𝑅2 + 𝑄′𝑆2, откуда 𝑃𝑅 =√︁

22 +
(︀√

2
)︀2 − 12 =

√
5. Из прямоугольного треугольника 𝑃𝑅𝑆 находим 𝑅𝑆 =

√
𝑃𝑅2 + 𝑃𝑆2 =√

7.
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Радиус сферы, описанной около пирамиды 𝑃𝑄𝑅𝑆, не меньше радиуса 𝑟 окружности, описан-
ной около грани 𝑄𝑅𝑆. Пирамида, для которой достигается равенство, существует. Докажем
это. Рассмотрим сферу радиуса 𝑟 и окружность – её сечение, проходящее через центр сферы.
Впишем в эту окружность треугольник 𝑄𝑅𝑆 и через прямую 𝐿𝑀 проведём плоскость, перпен-
дикулярную плоскости этого треугольника. В сечении сферы указанной плоскостью получится
окружность с диаметром 𝑅𝑆, в которую можно вписать прямоугольный треугольник 𝑃𝑅𝑆. По
теореме косинусов из треугольника 𝑃𝑅𝑆 находим, что cos∠𝑅𝑄𝑆 = 𝑄𝑅2+𝑄𝑆2−𝑅𝑆2

2·𝑄𝑅·𝑄𝑆 = 4+1−7
2·2·1 = −1

2
,

∠𝑅𝑄𝑆 = 120∘. По теореме синусов 𝑟 = 𝑅𝑆
2 sin∠𝑅𝑄𝑆 =

√
7√
3
.
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11 класс, ВАРИАНТ 4

1. [3 балла] Углы 𝛼 и 𝛽 удовлетворяют равенствам

sin (2𝛼 + 2𝛽) = − 1√
17

; sin (2𝛼 + 4𝛽) + sin 2𝛼 = − 2

17
.

Найдите все возможные значения tg𝛼, если известно, что он определён и что этих значений не
меньше трёх.

Ответ: 5
3
, −1, 3

5
.

Решение. Преобразуя в левой части второго равенства сумму синусов в произведение, полу-
чаем sin (2𝛼 + 2𝛽) cos 2𝛽 = − 1

17
. Подставляем в это соотношение значение синуса из первого

равенства:

− 1√
17

cos 2𝛽 = − 1

17
⇔ cos 2𝛽 =

1√
17

⇔

⎡⎢⎢⎣sin 2𝛽 =
4√
17
,

sin 2𝛽 = − 4√
17
.

Отсюда следует, что исходные равенства эквивалентны совокупности двух систем уравнений:⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 1√
17
,

sin 2𝛽 = − 4√
17

и

⎧⎪⎨⎪⎩
sin(2𝛼 + 2𝛽) = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 1√
17
,

sin 2𝛽 = 4√
17
.

Из первой системы получаем⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 1√
17
,

sin 2𝛽 = − 4√
17

⇒ 1√
17

sin 2𝛼− 4√
17

cos 2𝛼 = − 1√
17
.

Далее имеем

2 sin𝛼 cos𝛼− 4
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ 5 sin2 𝛼 + 2 sin𝛼 cos𝛼− 3 cos2 𝛼 = 0 ⇔

⇔

[︃
5 sin𝛼− 3 cos𝛼 = 0,

sin𝛼 + cos𝛼 = 0.

В первом случае tg𝛼 = 3
5
, а во втором случае tg𝛼 = −1.

Аналогично рассматриваем вторую систему:⎧⎪⎨⎪⎩
sin 2𝛼 cos 2𝛽 + cos 2𝛼 sin 2𝛽 = − 1√

17
,

cos 2𝛽 = 1√
17
,

sin 2𝛽 = 4√
17

⇒ 1√
17

sin 2𝛼 +
4√
17

cos 2𝛼 = − 1√
17

⇔

⇔ 2 sin𝛼 cos𝛼+ 4
(︀
cos2 𝛼− sin2 𝛼

)︀
= −

(︀
cos2 𝛼 + sin2 𝛼

)︀
⇔ 3 sin2 𝛼− 2 sin𝛼 cos𝛼− 5 cos2 𝛼 = 0 ⇔

⇔

[︃
3 sin𝛼− 5 cos𝛼 = 0,

sin𝛼 + cos𝛼 = 0.

Отсюда tg𝛼 = 5
3

или tg𝛼 = −1.

Итак, возможные значения tg𝛼 – это 5
3
, −1 и 3

5
.
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2. [4 балла] Решите систему уравнений{︃
𝑦 − 6𝑥 =

√
𝑥𝑦 − 6𝑥− 𝑦 + 6,

9𝑥2 + 𝑦2 − 18𝑥− 12𝑦 = 45.

Ответ: (2; 15),
(︁

1 − 3
√︁

2
5
; 6 − 12

√︁
2
5

)︁
.

Решение. Первое уравнение при условии 𝑦 − 6𝑥 > 0 равносильно уравнению (𝑦 − 6𝑥)2 =
𝑥𝑦−6𝑥−𝑦+6, откуда 𝑦2+(1−13𝑥)𝑦+(36𝑥2 + 6𝑥− 6) = 0. Решая это уравнение как квадратное
относительно переменной 𝑦, имеем 𝐷 = (1−13𝑥)2−4 (36𝑥2 + 6𝑥− 6) = (5𝑥−5)2; 𝑦 = 9𝑥−3 или
𝑦 = 4𝑥+ 2. Подставляем во второе уравнение исходной системы.

Если 𝑦 = 9𝑥− 3, то 90𝑥2 − 180𝑥 = 0, и получаем две пары 𝑥 = 0, 𝑦 = −3 и 𝑥 = 2, 𝑦 = 15.
Если 𝑦 = 4𝑥+2, то 5𝑥2−10𝑥−13 = 0, откуда также имеем две пары 𝑥 = 1+3

√︁
2
5
, 𝑦 = 6+12

√︁
2
5

и 𝑥 = 1 − 3
√︁

2
5
, 𝑦 = 6 − 12

√︁
2
5
.

Из четырёх найденных пар чисел неравенству 𝑦 > 6𝑥 удовлетворяют только две из них: (2; 15),(︁
1 − 3

√︁
2
5
; 6 − 12

√︁
2
5

)︁
.

3. [5 баллов] Решите неравенство⃒⃒
𝑥2 − 26𝑥

⃒⃒log5 12 + 26𝑥 > 𝑥2 + 13log5(26𝑥−𝑥2).

Ответ: (0; 1] ∪ [25; 26).

Решение. Заметим, что 26𝑥−𝑥2 > 0. Следовательно, |𝑥2 − 26𝑥| = 26𝑥−𝑥2. Область допустимых
значений – это 𝑥 ∈ (0; 26), а неравенство эквивалентно следующим:

12log5(26𝑥−𝑥2) +
(︀
26𝑥− 𝑥2

)︀
>

(︀
26𝑥− 𝑥2

)︀log5 13 ⇔

⇔ 12log5(26𝑥−𝑥2) + 5log5(26𝑥−𝑥2) > 13log5(26𝑥−𝑥2) ⇔
(︂

12

13

)︂log5(26𝑥−𝑥2)
+

(︂
5

13

)︂log5(26𝑥−𝑥2)
> 1.

Рассмотрим неравенство
(︀
12
13

)︀𝑦
+

(︀
5
13

)︀𝑦
> 1. Функция ℎ(𝑦) =

(︀
12
13

)︀𝑦
+

(︀
5
13

)︀𝑦 – убывающая (как
сумма убывающих функций). Несложно заметить, что ℎ(2) = 1, поэтому если 𝑦 > 2, то ℎ(𝑦) < 1,
а если 𝑦 < 2, то ℎ(𝑦) > 1. Таким образом, это неравенство даёт 𝑦 6 2, а исходное неравенство
эквивалентно неравенству log5 (26𝑥− 𝑥2) 6 2. Отсюда получаем 0 < 26𝑥− 𝑥2 6 25, 𝑥 ∈ (0; 1] ∪
[25; 26).

4. [5 баллов] Окружности Ω и 𝜔 касаются в точке 𝐴 внутренним образом. Отрезок 𝐴𝐵 – диаметр
большей окружности Ω, а хорда 𝐵𝐶 окружности Ω касается 𝜔 в точке 𝐷. Луч 𝐴𝐷 повторно
пересекает Ω в точке 𝐸. Прямая, проходящая через точку 𝐸 перпендикулярно 𝐵𝐶, повторно
пересекает Ω в точке 𝐹 . Найдите радиусы окружностей, угол 𝐴𝐹𝐸 и площадь треугольника
𝐴𝐸𝐹 , если известно, что 𝐶𝐷 = 12, 𝐵𝐷 = 13.

Ответ: 𝑅 = 65
2
, 𝑟 = 156

5
, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1

2
arccos 5

13
, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 1625

4
.

Решение. Обозначим ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝜓, а радиусы Ω и 𝜔 через 𝑅 и 𝑟 соответственно. Пусть 𝑂 и 𝑄 –
центры окружностей Ω и 𝜔 соответственно; 𝐾 – точка пересечения 𝜔 и 𝐴𝐵, отличная от 𝐴.

Отметим, что ∠𝐵𝐷𝑄 = 90∘ (касательная 𝐵𝐷 перпендикулярна радиусу 𝐷𝑄) и ∠𝐵𝐶𝐴 = 90∘

(угол вписан в окружность Ω и опирается на её диаметр). Значит, треугольники 𝐵𝐷𝑄 и 𝐵𝐶𝐴
подобны (по двум углам). Отсюда 𝐵𝐷

𝐵𝑄
= 𝐵𝐶

𝐵𝐴
, т.е. 13

2𝑅−𝑟 = 25
2𝑅

, а значит, 𝑅 = 25𝑟
24

. По теореме о
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касательной и секущей 𝐵𝐷2 = 𝐵𝐾 ·𝐵𝐴 = (2𝑅−2𝑟) ·2𝑅 =
(︁

25𝑟
12

− 2𝑟
)︁
· 25𝑟
12

= 25𝑟2

144
. Следовательно,

𝐵𝐷 = 5𝑟
12

, 𝑟 = 12·𝐵𝐷
5

= 156
5

, 𝑅 = 25𝑟
24

= 65
2
.

Далее находим углы и дуги:
⌣

𝐴𝐶= 2∠𝐴𝐵𝐶 = 2𝜓; ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ − ∠𝑄𝐵𝐷 = 90∘ − 𝜓; ∠𝐴𝑄𝐷 =

180∘ − ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ + 𝜓; ∠𝑄𝐴𝐷 = 1
2

(180∘ − ∠𝐴𝑄𝐷) = 45∘ − 𝜓
2
;

⌣

𝐵𝐸= 2∠𝐵𝐴𝐶 = 90∘ − 𝜓;
⌣

𝐶𝐸= 180∘−
⌣

𝐴𝐶 −
⌣

𝐵𝐸= 90∘−𝜓. Следовательно, ∠𝐴𝐹𝐸 = 1
2

⌣

𝐴𝐸= 45∘ + 𝜓
2
. Угол 𝜓 известен, так

как cos𝜓 = 𝐵𝐶
𝐵𝐴

= 25
65

· 5
13

. Значит, ∠𝐴𝐹𝐸 = 45∘ + 1
2

arccos 5
13

.

Перейдём к нахождению площади. Треугольник 𝐴𝐸𝐹 прямоугольный (∠𝐸𝐴𝐹 = 90∘ как впи-
санный угол, опирающийся на диаметр), поэтому 𝐹𝐴 = 𝐹𝐸 cos∠𝐸𝐹𝐴, 𝑆△𝐴𝐸𝐹 = 1

2
· 𝐹𝐴 · 𝐹𝐸 ·

sin∠𝐴𝐹𝐸 = 1
4
𝐹𝐸2 sin(2∠𝐴𝐹𝐸) = 1

4
· 4𝑅2 sin (90∘ + 𝜓) = 𝑅2 cos𝜓 =

(︁
65
2

)︁2

· 5
13

= 1625
4

.

5. [5 баллов] Функция 𝑓 определена на множестве положительных рациональных чисел. Известно,
что для любых чисел 𝑎 и 𝑏 из этого множества выполнено равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), и при
этом 𝑓(𝑝) = [𝑝/4] для любого простого числа 𝑝 ([𝑥] обозначает наибольшее целое число, не
превосходящее 𝑥). Найдите количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 4 6 𝑥 6 28,
4 6 𝑦 6 28 и 𝑓(𝑥/𝑦) < 0.

Ответ: 231.

Решение. Подставляя 𝑎 = 1 в равенство 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), получаем 𝑓(𝑏) = 𝑓(1) + 𝑓(𝑏),
значит, 𝑓(1) = 0. Если же для произвольных натуральных 𝑥, 𝑦 положить 𝑎 = 𝑥

𝑦
, 𝑏 = 𝑦, то

получаем 𝑓(𝑥) = 𝑓
(︁
𝑥
𝑦
· 𝑦

)︁
= 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓(𝑦), откуда 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦). Таким образом, что-

бы вычислить значение функции 𝑓 в произвольной положительной рациональной точке нам
достаточно значения функции 𝑓 для любого натурального числа.

Для простых чисел и единицы значения функции мы уже знаем. Для составных чисел значения
функции могут быть найдены, если их разложить на простые множители и воспользоваться
равенством 𝑓(𝑎𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏), например, 𝑓(15) = 𝑓(3 · 5) = 𝑓(3) + 𝑓(5) =

[︀
3
4

]︀
+
[︀
5
4

]︀
= 0 + 1 = 1.

Аналогичным образом вычисляем значения функции для 𝑛 ∈ [4; 28] и записываем их в таблицу:

𝑛 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
𝑓(𝑛) 0 1 0 1 0 0 1 2 0 3 1 1 0
𝑛 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

𝑓(𝑛) 4 0 4 1 1 2 5 0 2 3 0 1

Поскольку 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
+ 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
= 𝑓(1) = 0, то из 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 следует, что 𝑓

(︀
𝑦
𝑥

)︀
> 0. Таким образом,

количество пар натуральных чисел (𝑥; 𝑦) таких, что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0 совпадает с количеством пар,

для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
> 0. Посчитаем количество пар (𝑥; 𝑦), при которых 𝑓

(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0. Ввиду того,

что 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦), нужно найти количество пар (𝑥; 𝑦) из таблицы выше, для которых

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦). Рассмотрим несколько случаев:

• 𝑥 = 𝑦. В данном случае имеется 25 вариантов.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 0. В таблице есть 9 аргументов, при которых 𝑓 = 0. Выбирая пару
таких аргументов, первый можно выбрать 9 способами, а второй – 8 способами. Значит,
количество пар такого типа равно 9 · 8 = 72.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 1. Аналогично предыдущему пункту получаем 8 · 7 = 56 пар.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 2. Здесь 3 · 2 = 6 пар.
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• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 3. Здесь 2 · 1 = 2 пары.

• 𝑥 ̸= 𝑦, а 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) = 4. Здесь также 2 · 1 = 2 пары.

Итого, есть 25 + 72 + 56 + 6 + 2 + 2 = 163 парs натуральных чисел (𝑥; 𝑦), для которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
= 0.

Всего имеется 252 = 625 пар, поэтому тех, при которых 𝑓
(︁
𝑥
𝑦

)︁
< 0, ровно 625−163

2
= 231.

6. [5 баллов] Найдите все пары чисел (𝑎; 𝑏) такие, что неравенство

8 − 6𝑥

3𝑥− 2
> 𝑎𝑥+ 𝑏 > 18𝑥2 − 51𝑥+ 28

выполнено для всех 𝑥 на промежутке
(︀
2
3
; 2
]︀
.

Ответ: 𝑎 = −3, 𝑏 = 4.

Решение. Рассмотрим второе неравенство. Обозначим ℎ(𝑥) = 18𝑥2 − 51𝑥+ 28. График – пара-
бола с ветвями вверх. На концах данного в условии промежутка имеем ℎ

(︁
2
3

)︁
= 2, ℎ(2) = −2.

Так как неравенство должно выполняться на всём промежутке, то точки 𝑀
(︁

2
3
; 2
)︁

и 𝑁(2;−2)

могут располагаться на прямой 𝑦 = 𝑎𝑥+ 𝑏 или ниже неё. Отсюда самое “низкое” расположение
этой прямой (на указанном промежутке) есть прямая 𝑀𝑁 . Составляя её уравнение по двум
точкам, имеем 𝑦 = −3𝑥+ 4 (назовём эту прямую ℓ).

График левой части неравенства – гипербола 𝑔(𝑥) = 8−6𝑥
3𝑥−2

. Заметим, что она касается прямой ℓ
в точке, принадлежащей промежутку

(︀
2
3
; 2
]︀
. Действительно, уравнение 8−6𝑥

3𝑥−2
= −3𝑥 + 4 имеет

единственное решение 𝑥 = 4
3
, и при этом 𝑔′(𝑥) = − 12

(3𝑥−2)2
, 𝑔′

(︀
4
3

)︀
= −3, т.е. угловой коэффициент

прямой ℓ совпадает с производной функции 𝑦 = 𝑔(𝑥) в их общей точке. Несложно видеть (если
построить график), что на данном промежутке прямая ℓ находится ниже гиперболы. Любая
прямая, расположенная “выше” прямой ℓ пересекается с гиперболой, и потому не удовлетворяет
условию.

Итак, ℓ – единственная возможная прямая, удовлетворяющая условию; следовательно, 𝑎 = −3,
𝑏 = 4.

7. [6 баллов] Дана пирамида 𝑇𝑋𝑌 𝑍, вершина 𝑌 которой лежит на одной сфере с серединами всех
её рёбер, кроме ребра 𝑇𝑌 . Известно, что 𝑋𝑌 =

√
3, 𝑇𝑋 =

√
2, 𝑇𝑍 = 2. Найдите длину ребра

𝑋𝑍. Какой наименьший радиус может иметь сфера, описанная около данной пирамиды?

Ответ: 𝑋𝑍 = 2
√

2, 𝑅min = 4√
7
.

Решение. Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 – середины рёбер 𝑋𝑌 , 𝑋𝑍, 𝑇𝑍, 𝑌 𝑍, 𝑇𝑋 соответственно. Из
теоремы о средней линии треугольника следует, что 𝐴𝐷𝐶𝐸 и 𝐴𝐵𝐷𝑌 – параллелограммы. Они
вписаны в окружности, являющиеся сечениями сферы плоскостями 𝐴𝐶𝐷 и 𝑋𝑌 𝑍, поэтому эти
параллелограммы – прямоугольники. Угол 𝑋𝑌 𝑍 – прямой; прямые 𝑇𝑌 и 𝑋𝑍 перпендикуляр-
ны, так как 𝑇𝑌 ‖ 𝐴𝐸, 𝐴𝐸 ⊥ 𝐶𝐸, 𝐶𝐸 ‖ 𝑋𝑍.

Отметим в плоскости 𝑋𝑌 𝑍 точку 𝑇 ′ такую, что △𝑇𝑋𝑍 = △𝑇 ′𝑋𝑍, а точки 𝑌 и 𝑇 ′ лежат
по разные стороны от прямой 𝑋𝑍 (треугольник 𝑇 ′𝑋𝑍 может быть получен из треугольника
𝑇𝑋𝑍 поворотом вокруг прямой 𝑋𝑍). Из равенства треугольников 𝑇𝑋𝑍 и 𝑇 ′𝑋𝑍 следует, что
основания их высот, опущенных на 𝑋𝑍 – это одна и та же точка (назовём её 𝐻). Плоскость
𝐻𝑇𝑇 ′ перпендикулярна 𝑋𝑍 (так как 𝑇𝐻 ⊥ 𝑋𝑍, 𝑇 ′𝐻 ⊥ 𝑋𝑍), поэтому 𝑇𝑇 ′ ⊥ 𝑋𝑍. Поскольку
𝑇𝑇 ′ ⊥ 𝑋𝑍 и 𝑇𝑌 ⊥ 𝑋𝑍, то плоскость 𝑇𝑇 ′𝑌 перпендикулярна 𝑋𝑍 и 𝑇 ′𝑌 ⊥ 𝑋𝑍.

Значит, 𝑇 ′𝑋𝑌 𝑍 – четырёхугольник со взаимно перпендикулярными диагоналями (пусть 𝑃
– точка их пересечения). По теореме Пифагора 𝑇 ′𝑋2 = 𝑇 ′𝑃 2 + 𝑋𝑃 2, 𝑋𝑌 2 = 𝑋𝑃 2 + 𝑌 𝑃 2,
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𝑌 𝑍2 = 𝑌 𝑃 2 + 𝑍𝑃 2, 𝑇 ′𝑍2 = 𝑇 ′𝑃 2 + 𝑍𝑃 2, следовательно, 𝑌 𝑍2 + 𝑇 ′𝑋2 = 𝑋𝑌 2 + 𝑇 ′𝑍2, отку-

да 𝑌 𝑍 =

√︁
22 +

(︀√
3
)︀2 − (︀√

2
)︀2

=
√

5. Из прямоугольного треугольника 𝑋𝑌 𝑍 находим 𝑋𝑍 =√
𝑋𝑌 2 + 𝑌 𝑍2 = 2

√
2.

Радиус сферы, описанной около пирамиды 𝑇𝑋𝑌 𝑍, не меньше радиуса 𝑅 окружности, описан-
ной около грани 𝑇𝑋𝑍. Пирамида, для которой достигается равенство, существует. Докажем
это. Рассмотрим сферу радиуса 𝑅 и окружность – её сечение, проходящее через центр сферы.
Впишем в эту окружность треугольник 𝑇𝑋𝑍 и через прямую 𝑋𝑍 проведём плоскость, перпен-
дикулярную плоскости этого треугольника. В сечении сферы указанной плоскостью получится
окружность с диаметром 𝑋𝑍, в которую можно вписать прямоугольный треугольник 𝑋𝑌 𝑍.
По теореме косинусов из треугольника 𝑇𝑋𝑍 находим, что cos∠𝑋𝑇𝑍 = 𝑇𝑋2+𝑇𝑍2−𝑋𝑍2

2·𝑇𝑍·𝑇𝑋 = 2+4−8
2·2·

√
2

=

− 1
2
√
2
, sin∠𝑋𝑇𝑍 =

√
7

2
√
2
. По теореме синусов 𝑅 = 𝑋𝑍

2 sin∠𝑋𝑇𝑍 = 2
√
2

7/
√
2

= 4√
7
.
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